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Введение и постановка задачи 

Вопросы об  однозначном восстановлении оператора Штурма-Лиувилля 

по его спектральным характеристикам на дифференциальном уровне 

рассматривались многими авторами [1-7].  Разрешимость обратной задачи 

Штурма-Лиувилля и конструктивный  способ построения оператора были 

предложены И.М.Гельфандом и Б.М.Левитаном [1]. Таким образом, алгоритм 

восстановления оператора Штурма-Лиувилля по спектральным 

характеристикам получил название метода Гельфанда-Левитана. Согласно 

методу ядро оператора преобразования, связанное с коэффициентом 

оператора Штурма-Лиувилля, удовлетворяет интегральному уравнению.  

Вспомогательная функция для определения ядра находится через 

спектральные данные оператора Штурма -Лиувилля. 

Прямая задача с сосредоточенным  источником состоит в нахождении 

обобщенного решения ),( txu  задачи Коши  [8,9] 

 

,)( uxquu xxtt 
    

,Rx
  

,0t  (1) 

,0| 0tu
     

)(| 0 xu tt   (2) 

где )(x   - дельта функция Дирака. В обратной задаче требуется 

восстановить непрерывную функцию )(xq  по дополнительной информации о 

решении прямой задачи (1), (2) 
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  ,0,0),(),0(  tutrtu x .0t  (3) 

2. Сведение коэффициентной обратной задачи к уравнению 

Гельфанда-Левитана второго рода 

 

Лемма.1  Если   решение вспомогательной задачи Коши 

Rtxxqxxtt  ,0,)(  ,                                                                          (4) 

0|),(| 00   xxx t  .                                                                                   (5) 

то равенство 
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  dxtrdtxrtxu ),()(),()(),(                                               (6) 

будет  решением задачи uxquu xxtt )( ,   0),0(),(),0(  tutrtu x . 

Для полноты приведем доказательство леммы. Из основного  свойство 

дельта - функции Дирака 
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Дифференцируя равенство (6), получим 
,),()(),(  dtxrtxu

R

xx    

 

.)(),()()(

),()()()(),()(),(
2

2

uxqudtxrxq

dtxr
x

dxqrdtxrtxu

xx

R

RR R

xxtttt











 





 

Отсюда вытекает, что 

( )tt xxu u q x u  . 

Учитывая   txtx  0,0,   и   )(
2

1
),(),(~ xtxttxtx   , 

преобразуем формулу (6): 

  

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x

x
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2

1
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Из xttxu  ,0),(   следует, что 

         txdxtrxtrxtr

x

x

 


,0,~

2

1
 .                       (7) 

При каждом  фиксированном 0x  соотношение (7) является 

интегральным уравнением первого рода относительно функции ),,(~ tx
 

 xxt , .   Уравнение (7) называется интегральным уравнением Гельфанда-

Левитана. 
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Дифференцируя уравнение (7) по t , получим уравнение второго рода 

типа Фредгольма [8,9] 

 
1

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )
2

x

x

x t r t x d r t x r t x    


        % % , ),(,0 xxtx   (8) 

 

Ядро ( )r t    уравнения (8) является непрерывным и в силу четности ( )r t  

симметричным. Формула (8) получена из следующей формулы 

дифференцирования функции с разрывом первого рода из теории 

обобщенных функций. 

Пусть функция ( )r x  такова, что 1

0( )r C x x   и 1

0( )r C x x   тогда 

0 0 0{ ( )} [ ( 0) ( 0)] ( )r r x r x r x x x        

В частности ( ) ( )x x   . 

Поскольку решение ( , )x t%  уравнения (8) четно по переменной t , это 

уравнение можно переписать в виде 

   
0

1
( , ) ( ) ( )) ( , ) ( ) ( )

2

x

x t r t r t x d r t x r t x                % % ,   ),0,0 xtx  .   (9) 

Уравнение (9) эквивалентно уравнению (7) при дополнительном 

условии, что решение ( , )x t%  уравнения (9) является четной функцией по 

аргументу t . В самом деле, любое четное по t  решение уравнения (7) является 

решением уравнения (9). С другой стороны, любое решение уравнения (9), 

продолженное четным образом по t  для значений )0,( xt  , удовлетворяет 

уравнению (8), которое получено из уравнения (7) дифференцированием по t

, и также удовлетворяет условию 

( ) ( , ) 0

x

x

f x d   


  % , 

совпадающему с равенством (7) при 0t . Отсюда следует, что любое 

решение уравнения (5) при четном продолжении по t  является решением 

уравнения   )(
2

1
),(),(~ xtxttxtx   . Тем самым установлена 

эквивалентность уравнений (7) и (9). 

Допустим, что уравнение (9) для каждого 0x  однозначно разрешимо в 

классе непрерывных функций. Тогда его решение определяет непрерывную в 

области 1D  функцию ( , )x t% (с учетом ее четного продолжения в ту часть 

области 1D , где 0t ). 

Так как правая часть (7) непрерывно дифференцируема в 1D , а ядро 

( )r t s   кусочно-непрерывно дифференцируемо, то решение уравнения (7) 

будет непрерывно дифференцируемым в 1D . Из уравнения (9), в частности, 

следует, что ( , 0) 0x  % . Поэтому четное продолжение в области 0t  

происходит с сохранением непрерывности частных производных. 
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Искомая функция )(xq  связана с решением интегрального уравнения (9) 

соотношением 

( ) 4 ( , 0), 0
d

q x x x x
dx

  %  (10) 

Для того чтобы построить решение обратной задачи в точке 0x , 

достаточно решить уравнение (8)  и найти )(xq  по формуле (10). Из теории 

уравнений Фредгольма известно, что для малых значений x  уравнение (8) 

однозначно разрешимо. 

Для приближенного решения интегрального уравнения (8) заменим 

интеграл в  этом уравнении  на сумму и при фиксированном 0x  и при 

каждом kt  получим систему линейных уравнении: 
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, , /kx t x n k n h x n       . 

Отсюда, в развернутом виде получим 

при k n  : 
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Таким образом, получим систему 

A f %  (12) 

где матрица A  имеет следующий вид 
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(13) 

Вектор неизвестных и правая часть записываются следующим образом 
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Таким образом, получается уравнение (12) с симметричной матрицей A , 

т.к. функция ( )r t является четной. Из (13) видно, что недиагональные 

элементы матрицы A  определяетсяследующим образом 

1 1( )ij n i n ja r t h     
  , 



Fars Int J Edu Soc Sci Hum 10(12); 2022;  

403 Publishing centre of Finland 

где 1,2,..., 2 1; 1,2,..., 2 1i n j n    . 

Величины, входящие в аргумент функции ( )r t  определяются по 

формулам 

( 1) , 1,2,...,2 1kt x k h k n      , 

( 1) , 1,2,...,2 1k x k h k n       . 

Из вышеуказанного легко можно увидеть что, матрица A  симметричная. 

Аналогично можно решить уравнения с дробными производными [10-

12]. 
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