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Annotation 

Operators with Bessel functions in kernels were first introduced and studied in the 

joint works of M.S. Salakhitdinov and A.K. Urinov in the 80s of the last century. Since 

then, these operators have been successfully applied to the solution of many boundary value 

problems for partial differential equations in mathematical physics. New problems appeared, 

the methods for solving which went beyond the scope of the properties of the Salakhitdinov-

Urinov operators. In this paper, we introduce new operators with Bessel functions in 

kernels, each of which is similar to the Salakhitdinov-Urinov operators, and study the 

properties of these operators. The results obtained are applied to the solution of the Goursat 

problem for the two-dimensional Helmholtz equation (telegraph equation). Namely, thanks 

to the revealed properties of the newly introduced operators, it is possible to obtain a 

solution to the Goursat problem in an explicit form that is convenient for further research. 
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ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАРНИ ЯДРОСИДА БЕССЕЛ ФУНКЦИЯСИ 

ҚАТНАШГАН ОПЕРАТОРЛАР ЁРДАМИДА ЕЧИШ 

 

Аннотация 

Ядросида Бессель функцияси қатнашган операторлар биринчи бўлиб ўтган 

асрнинг 80 йилларида М.С.Салоҳиддинов ва А.Қ.Ўриновнинг биргаликдаги ишларида 

киритилган бўлиб, бу операторлар математик физикадаги хусусий ҳосилали 

дифференциал тенгламалар учун қўйилган кўпгина чегаравий масалаларни ечишга 

муваффақиятли қўлланиб келинди. Кейинги пайтларда ечиш усуллари 

Салоҳиддинов-Ўринов операторлари хоссаларининг таъсир доирасидан ташқарида 

бўлган янги масалалар пайдо бўлди. Мазкур ишда Салоҳиддинов-Ўринов 
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операторларини бирмунча умумлаштирадиган операторлар киритилади ва 

уларнинг хоссалари ўрганилади. Олинган натижалар Гельмгольц (телеграф) 

тенгламаси учун қўйилган Гурса масаласини ечишга қўлланилади. Айнан 

киритилган операторларнинг бу ишда исботланган хоссалари Гурса масаласининг 

ечимини ошкор ва келгуси тадқиқотлар қўллаш учун қулай бўлган кўринишда 

топиш имконини беради. 

Калит сўзлар 

Бессель функцияси, Салоҳиддинов-Ўринов операторлари, Гурса масаласи, 

Гельмгольц тенгламаси, телеграф тенгламаси, гипергеометрик функция. 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Во всем мире многие научные и практические исследования, 

проводимые в различных областях математике, в большинстве случаев, 

приводится к исследованию моделей задач математической биологии и 

газовой динамике. Исследование фундаментальных законов газовой 

динамики с помощью решения краевых задач для дифференциальных 

уравнений в частных производных с особенностями в коэффициентах, 

особенно с операторами Бесселя, является актуальной задачей. 

Пусть  ,a ,b ,n ,M N   некоторые действительные числа, причем 

,M N    ,a [ , ]b M N , а ( )f x   функция, определенная  в ( , ).a b  

Введем в рассмотрение операторы типа Бесселя: 

,

0[ ( )] ( ) ( ) ( )( )

nx

n

abx

a

b t
A f x f x f t J x b x t dt

b x t

 
            

 ,                         (1) 

1

,

0[ ( )] ( ) ( ) ( )( )
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n

abx

a

b x
B f x f x f t J b t x t dt

b t x

 


            

 ,                       (2) 

где  ( )kJ z   функция Бесселя первого рода порядка ,k    действительное 

или чисто мнимое постоянное число. 

В настоящем сообщении при рассмотрении операторов (1) и (2)  

предположим,  что 
1( ) ( , ) [ , ].f x C M N L M N   При таких предположениях 

относительно функции ( )f x  выражения , [ ( )]n

abxA f x   и , [ ( )]n

abxB f x  будут 

определены в ( , )M N  и принадлежат классу ( , )C M N . 

Отметим, что операторы (1) и (2)  в частном случае a b  введены  и 

исследованы  в совместных работах М.С.Салахитдинова и А.К.Уринова (см., 

например, [1]), а также успешно применялись к решению краевых задач для 

различных уравнений типа Гельмгольца [2-12].  Ниже будут изучены свойства 
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этих операторов и задача Гурса для гиперболического уравнения со 

спектральным параметром. 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Следующая теорема выражает основное свойство операторов (1) и (2). 

Теорема 1. Если ( ) [ , ],f x C m N  то для любых , [ , ]a b M N  и ( , )x M N  

справедливы следующие равенства: 

 , , [ ( )] ( ),n n

abx abxB A f x f x       , , [ ( )] ( ),n n

abx abxA B f x f x    

т.е. в классе непрерывных  на [ , ]M N  функций  операторы (1) и (2) 

являются взаимно обратными. 

Доказательство. Подействовав на оператор   , [ ( )]n

abxA f x   оператором ,n

abxB   

получаем: 

 , , 1

0

[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( , ; )( ) ,

x

n n n n

abx abxB A f x f x b x f t L x t b t dt       

где 

0 0

1
( , ; ) ( )( ) ( ) ( )( )L x t J x b x t b t J b t x t

b x t x
  

 
          
     
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1
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После несложных преобразований выражению  ( , ; )L x t   можно придать 

вид: 
2 2
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Здесь 
0

( ) ( )
( , ; ; )

!( )

nn n

n n

a b
F a b c z z

n c





 - гипергеометрическая функция Гаусса [13],  

а ( )na   символ Похгаммера [13]: 0( ) 1,a  ( ) ( 1)( 2) ... ( 1),na a a a a n       1,2,3,....n   

Используя известные свойства гипергеометрических функций Гаусса 

( , ; ; )F a b c z  нетрудно показать, что  ( ) 0kF z   при любых .z  

Отсюда следует, что оператор  ,n

abxB    обратный оператору , ,n

abxA   т.е. 

справедливо первое из равенств теоремы 1. 

Вторая часть теоремы 1 доказывается аналогично. 

Теперь установим ряд тождеств необходимых при решении 

поставленной задачи. 

Имеют место равенства 
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 1,
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6. При 1   и  [ , ]x a b  справедливы равенства 

 1 1,( ) ( )( ) ( ) (1 ) [ ( )] ,

x

ax abx

a
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где   l

axD   и l

xbD   известные операторы интегрирования дробного порядка 

( 0);l l  ( ) ( 1)( / 2) ( ).J z z J z
      

Доказательство равенств 1-6 проводится разложением функций Бесселя в 

степенные ряды и сравнением коэффициентов. 

ПРИМЕНЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Рассмотрим известное уравнение Гельмгольца 
2 0xx yyu u u                                                             (3) 

в области   , ограниченной характеристиками уравнения (3) 

: ,ML x y a  : ( )NL x y b a b    при  0y   и отрезком {( , ) : 0, }.MN x y y a x b     

Задача Гурса. Найти определенное в замкнутой области     регулярное 

решение уравнения (3), удовлетворяющее краевым условиям 

( ), ( ) / 2,aML
u x a x a b                                               (4) 

( ), ( ) / 2 ,bNL
u x a b x b                                                (5) 

где   ,a b    заданные функции, причем [( ) / 2] [( ) / 2].a ba b a b     
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В характеристических координатах  x y    и x y    уравнение (3) 

переходит в уравнение 

21
0,

4
U U                                                                   (6) 

область    преобразуется в треугольник  , ограниченный прямыми 

,a   

b   и ,   а краевые условия  (4) и (5)  принимают вид 

( ), ,aa
U a b


  


                                                        (7) 

( ), ,bb
U a b


  


         ( ) ( ).a bb a                          (8) 

Регулярное решение задачи Коши-Гурса для уравнения (6) в области   с 

условиями (7) и 

 lim ( ), 0 1U U 
 

  


                                                       (9) 

можно представить в виде 

0 0( , ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )a
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U J t t t dt a J a a



                  
     
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a a

J a t t dt J t a t dt

 

                
          (10) 

Теперь переходим к решению задачи Гурса (6)-(8). Полагая в формуле 

(10)   b   и учитывая условие (8) получаем функциональное уравнение 

относительно   ( )x  ( здесь  x  ). Последнее в результате ряда 

преобразований и применения определения оператора     ,n

abxB    можно 

привести к виду удобному для дальнейшего исследования. Далее применив 

теорему 1 нетрудно определить   ( ) :x  

1, 1,

0( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )( )abx b a a abx

d
x A x x a A J x a b a

dx

     
           

 

1, 1,

0 0( )( ) ( ) ( )( ) ( ) .

b x

abx a abx a

a a

d d
A J x a b t t dt A J x t b a t dt

dx dx

    
   

               
   
    (11) 

Подставив функцию ( ),x  определенную формулой (11) в (10), находим 

решение задачи Гурса (6)-(8) в явном виде. 

Последовательное применение равенств 1-6 позволяет преобразовать 

формулу определения решения   ( , )u    задачи Гурса для уравнения  (6) с 

краевыми условиями (7)-(8) к виду 

0( , ) ( ) ( )( )aU b J a b         
   
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0 0( )( ) ( ) ( )( ) ( ) .

b

a a

a

J t b t dt J a t t dt





                
      

Возвращаясь теперь к переменным   x и y  находим регулярное решение 

задачи Гурса для уравнения (3) с краевыми условиями  (4)-(5) в виде 

0( , ) [( ) / 2] ( )( )au x y a b J x y a x y b        
   

0

1
( )( ) [( ) / 2]

2

x y

a

a

J x y t x y b t b dt 


        
   

0

1
( )( ) [( ) / 2]

2

b

a

x y

J x y a x y t a t dt 


       
  . 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Настоящая работа посвящена исследованию свойств операторов типа 

Бесселя. В заключение можно сделать следующие выводы по результатам 

исследований: 

1) Выявлены новые свойства операторов вида (1) и (2). 

2) Установлены новые формулы взаимной обратимости операторов 

(1) и (2). 

3) Изучена суперпозиция  введенных операторов с операторами 

дифференцирования и интегрирования. 

4) Полученные результаты применены к решению краевой задачи 

Гурса для уравнения Гельмгольца. 

5) Именно, благодаря свойствам операторов (1) и (2) решение 

поставленной краевой задачи получено в явном и удобном для дальнейших 

исследований виде. 
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