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Annotatsiya. 

Ushbu ishda vaqt oʻzgaruvchisi boʻyicha oʻzgaruvchi tartibli Kaputo-Fabritsio 

operatori, fazoviy oʻzgaruvchi bo`yicha esa Lejandr operatori qatnashgan xususiy hosilali 

differensial tenglama uchun lokal shartli masalaning bir qiymatli yechilishi isbotlangan. 

Bunda Lejandr polinomlarining xossalaridan foydalanilgan. 
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Abstract. 

In this work a unique solvability of nonlocal boundary problem for partial differential 

equation involving Caputo-Fabrizio operator of variable order in time and Legendre 

operator in space-variable. Properties of Legendre polynomials have been used. 
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Ushbu ishda oʻzgaruvchi tartibli Kaputo-Fabrizio operatori qatnashgan toʻlqin 

tenglamasi uchun bir chegaraviy masalaning bir qiymatli yechilishini tadqiq 

etamiz. 

Masalaning qoʻyilishi.    2( , )U x t C C    Shunday  funksiya  topilsinki, 

 ( , ) : 1 1,0x t x t T     u  sohada 

 
( ) 2

0 [(1 ) ] ( , )CF t

C t x xD U x U f x t                                  (1) 

tenglamani va 

https://doi.org/10.5281/zenodo.8017205


International Journal of Education, Social Science & Humanities. 
Finland Academic Research Science Publishers     
ISSN: 2945-4492 (online) | (SJIF) = 7.502 Impact factor 

Volume-11| Issue-6| 2023 Published: |22-06-2023|    
  

60 Publishing centre of Finland 

( ,0) ( ), 1 1 ( ;0) ( ), 1 1tU x x x U x x x                                (2) 

boshlangʻich shartlarni qanoatlantiruvchi, hamda 

1, 1x x   ( , ), ( , )xU x t U x t da  chegaralangan boʻlsin. 

Bu yerda 
( ) 1

( )
( ) 2 ( )

0

0

( ( ) 1)
( )

2 ( )

tt t s
CF t t

C t

B t
D U e U s ds

t



 









  1 ( ) 2t  ,                       (3) 

( )t  oʻ ( ( ))B tzgaruvchi kasr tartibli Kaputo-Fabritsio operatori [1],  

(0) (1) 1B B  ( , )f x tnormallashtiruvchi funksiya bo‘lib,  shartni qanoatlantiradi. ,

( )x ( )x (0) 0, (1) 0  ,  funksiyalar esa berilgan funksiyalar bo’lib, . 

Masalaning yechilishi. ( , ) 0f x t Dastlab   boʻlgan holda  (1) tenglamaning 

( , ) ( ) ( ) 0U x t t X x  yechimini  koʻrinishda qidiramiz. U holda (1) dan 

( ) 2

0 ( ) ( ) [(1 ) ( ) 2 ( )] ( )CF t

tD t X x x X x xX x t        

( ) ( )t X x ni olamiz. Bu tenglikni  ga boʻlsak 

( ) 2

0 ( ) [(1 ) ( ) 2 ( )]
.

( ) ( )

CF t

tD t x X x xX x

t X x

 




  
    

yoki 
( )

0 ( ) ( ) 0,CF t

tD t t                                                              (4) 

2(1 ) ( ) 2 ( ) ( ) 0x X x xX x X x                                              (5) 

( , ), ( , )xU x t U x t 1, 1x x  tenglamalar kelib chiqadi. funksiyalarning  da 

chegaralangan yechimga ega ekanligi ma’lum hamda bu yechim 
21 ( 1)

( ) ( ) ( 0,1,2,...)
2 !

n n

n n n

d x
X x P x n

n dx


   


                         (6) 

Lejandr polinomlari orqali ifodalanadi [2]. 

( ) ( 0,1,2,...)nP x n Ma’lumki [2],   Lejandr polinomlari  [-1;1] da ortogonal 

  2 2
|| ||

2 1
nP x

n



sistema tashkil qiladi va . 

Ihtiyoriy  [-1;1]  da boʻ  g x  { }nP xlakli uzlukli  funksiyani  sistema boʻyicha 

Furye qatoriga yoyish mumkin [2]: 

   
 

 
1

2 1
0

, 2 1
, ( )

|| || 2

n

n n n n

n n

g P n
g x C P x C g x P x dx

P







    . 

Bunday qatorlarni Furye-Lejandr qatorlari deyiladi. 

Masala yechimini Furye-Lejandr qatori koʻrinishida qidiramiz: 
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   
0

, ( ) ,n n

n

u x t V t P x




                                                            (7) 

 nV tbu yerda  hozircha noma’lum funksiyalar. 

     , , ,f x t x x Berilgan funksiyalar  larni ham Furye-Lejandr qatoriga 

yoyamiz: 

     
0

, ,n n

n

f x t f t P x




                                                              (8) 

   
0

,n n

n

x P x 




    
0

,n n

n

x P x 




                                                                  

(9) 

bu yerda 

         
1 1

1 1

2 1 2 1
, ,

2 2
n n n n

n n
f t f x t P x dx x P x dx 

 

 
   , 

   
1

1

2 1

2
n n

n
x P x dx 




  . 

(8) va (9) ni (1) va (2) ga qoʻyish natijasida quyidagi Koshi masalasiga ega 

boʻlamiz: 

 ( )

0 ( ) 1 ( ) ( )CF t

C t n n nD V t n n V t f t    ,                                    (10) 

(0)n nV  (0)n nV   ,                            .                              (11) 

n n ( )x ( )xBu yerda  va  lar mos ravishda  va  funksiyalarning  Furye-

Lejandr koeffitsiyentlari. 

(10) tenglamaning operator qatnashgan  qismini  soddalashtiramiz. 
( ) 1

( )
( ) 2 ( )

0

0

( ( ) 1)
( ) ( )

2 ( )

tt
t s

CF t t

C t n n

B t
D V t e V s ds

t



 






  
   

( ) 1 1 ( )

2 ( ) 2 ( )

0

( ( ) 1)
( )

2 ( )

t tt
t s

t t

n

B t
e e V s ds

t

 

 



 

  
  . 

( ) 1
( ( ))

2 ( )

t
M t

t










 belgilash kiritsak, oxirgi tenglik ushbu ko’rinishni oladi: 

( ) ( ( )) ( ( ))

0

0

( ( ) 1)
( ) ( )

2 ( )

t

CF t M t t M t s

C t n n

B t
D V t e e V s ds

t

  



 
  . 

Endi bu tenglikdagi integralni soddalashtiramiz. Bo’laklab integrallash 

qoidasini qo’llasak, 
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( ( )) ( ( )) ( ( ))

0
0 0

( ) ( ) ( ( )) ( )

t t
t

M t s M t s M t s

k n ne V s ds V s e M t e V s ds           

( ( )) ( ( ))

0

( ) (0) ( ( )) ( )

t

M t M t s

n n nV t e V M t e V s ds         

( ( )) ( ( ))

0

( ) ( ( )) ( )

t

M t M t s

n n nV t e M t e V s ds         

tenglik hosil bo’ladi. 

U holda 

( ( )) ( ( ))

0
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t

M t t M t s
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B t
e e V s ds
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t
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t
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 



 
       
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2 ( ) 2 ( )
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V t e
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( ( )) ( ( ))

0
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M t t M t s
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( ( ))( ( ) 1) ( ( ) 1)
( )
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B t B t
V t e

t t

 

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( ( ))( )

0

( ( ) 1)
( ( )) ( )

2 ( )

t

M t t s

n

B t
M t e V s ds

t






 
 ; 

 1 ( )nn n V tTenglamada qatnashgan  ifodani quyidagi koʻrinishda yozib 

olamiz: 

     
0

1 ( ) 1 ( ) 1 (0)

t

k n nn n V t n n V s ds n n V      

Hosil qilingan tengliklarni  (10) tenglamaga olib borib qoʻyamiz. Natijada 

tenglama quyidagicha koʻrinishga keladi: 

( ( ))( ( ) 1) ( ( ) 1)
( )

2 ( ) 2 ( )

M t t
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B t B t
V t e

t t

 


 

   
 

 

   ( ( ))( )

0 0

( ( ) 1)
( ( )) ( ) 1 ( ) 1 ( )

2 ( )

t t

M t t s

n n n n

B t
M t e V s ds n n V s ds n n f t

t


 



       
   
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V t e n n V s ds

t t

  

 
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  

  
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  ( ( ))( ( ) 1)
( ) 1

2 ( )

M t t

n n n

B t
f t n n e

t


 




   


 

 ( ( ))( )
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( ) ( ( )) 1 ( )
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t

M t t s

n n

t
V t M t e n n V s ds

B t

 




      
 

  

  ( ( ))2 ( ) ( ( ) 1)
( ) 1

( ( ) 1) 2 ( )

M t t

n n n

t B t
f t n n e

B t t

 
 

 

  
    

  
 

hosil boʻlgan tenglikdan 

  ( ( ))2 ( ) ( ( ) 1)
( ) ( ) 1

( ( ) 1) 2 ( )

M t t

n n n n

t B t
f t f t n n e

B t t

 
 

 

  
    

  
 

 ( ( ))( ) 2 ( )
( , ) ( ( )) 1

( ( ) 1)

M t t s t
K t s M t e n n

B t

 




 
  


 

kabi belgilash kiritsak, (10) tenglama quyidagi  ikkinchi tur Volterra integral 

tenglamasiga keladi: 

0

( ) ( , ) ( ) ( )

t

n n nV t K t s V s ds f t                                  (12) 

yoki 

0

( ) ( ) ( , ) ( )

t

n n nV t f t K t s V s ds     

( , )K t s ( )kf t uzluksiz va   uzluksiz differensiallanuvchi boʻlsa, (12) tenglama 

yagona yechimga ega boʻladi. 

Endi hosil boʻlgan Volterra integral tenglamasini tadqiq etamiz. Biz integral 

( )nV ttenglamaning rezolventasini topib,  nomaʻlum funksiyaning yaqqol 

koʻrinishini topamiz. (12) tenglamani ketma-ket yaqinlashish usuli yordamida 

ishlashga kirishamiz. 

( )f t  ( ) ( )nV t V t Nolinchi yaqinlashish sifatida  ni qabul qilamiz:  

0 ( ) ( )V t f t . 

1( )V t  ni esa 

1

0

( ) ( ) ( , ) ( )

t

V t f t K t s f s ds    

munosabat bilan aniqlaymiz. Bu jarayonni davom ettirib, 

1

0

( ) ( ) ( , ) ( )

t

n nV t f t K t s V s ds    
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rekkurent formulani qanoatlantiruvchi 

0 1( ), ( ),......., ( ),....nV t V t V t  

funksiyalarning cheksiz ketma ketligini hosil qilamiz. 

Ikkinchi yaqinlashish 

2 1

0

( ) ( ) ( , ) ( )

t

V t f t K t s V s ds    

1( )V sformula bilan aniqlangani uchun,  ning oʻrniga uning qiymatini qoʻyib, 

Dirixle formulasidan foydalansak, 

2

0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

t s

V t f t K t s f s K s z f z dz ds
 

    
 

   

0 0 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )

t t s

f t K t s f s ds K t s K s z f z dz ds
 

    
 

    

0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , )

t t t

z

f t K t s f s ds f z dz K t s K s z ds      

tenglik hosil boʻladi,bu yerda 

2( , ) ( , ) ( , )

t

z

K t z K t s K s z ds  . 

Xuddi shu yoʻ ( )nV tl bilan  uchun 

1

10

( ) ( ) ( , ) ( , )

t n

n i

i

V t f t K t s K s z ds



    

formula hosil qilamiz, bunda 

1( , ) ( , ) ( , )

t

i i

z

K t z K t s K s z ds  . 

Bizning tenglamda 

 
( ) 1

( )
2 ( )( ) 1 2 ( )

( , ) 1
2 ( ) ( ( ) 1)

t
t s

tt t
K t s e n n

t B t



 

 




 
  

 
. 

Shu sababli  yuqoridagi formuladan foydalansak, ikkinchi yaqinlashish  

quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi: 
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 

 

( ) 1
( )

2 ( )

2

( ) 1
( )

2 ( )

( ) 1 2 ( )
( , ) 1

2 ( ) ( ( ) 1)

( ) 1 2 ( )
1

2 ( ) ( ( ) 1)

tt
t s

t

z

s
s z

s

t t
K t z e n n

t B t

s s
e n n ds

s B s









 

 

 

 











  
    

   

  
  

   


 

( )nV tXuddi shu tartibda davom etib,  ni umumiy ko‘rinishini rezolventa orqali 

ifodalab quyidagicha yozib olamiz: 

0

( ) ( ) ( , ) ( )

t

n n nV t f t R t s f s ds     

 

( )nV tBu tenglikning har ikki tomonini integrallab,  ni yaqqol ko‘rinishini 

quyidagicha topamiz: 

0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( )

t t s

n n n nV t f s ds R z s f z dz ds 
 

   
 

   .  (13) 

(13) ifodani (8) tengliklarga olib borib qo‘yib, cheksiz qatorga ega bo‘lamiz. 

Berilgan funksiyalarga maʻlum shatrlar asosida cheksiz qatorlarning tekis 

yaqinlashishini isbotlaymiz. 

Bizda quyidagi qator hosil bo‘ladi. 

 
0 0 0 0

( ; ) ( ) ( , ) ( )

t t s

n n n n

n

U x t f s ds R z s f z dz ds P x




  
     

  
    . (14) 

( ; )U x t
0

( ; ) ( )n

n

U x t V t




 qatorni bahosini olamiz. Buning uchun   

tengsizlik bajarilishi kerak. Tengsizlikning o‘ng tomonida qatnashgan qatorni 

( )nV tyaqinlashuvchi bo‘lishi uchun da qatnashgan funksiyalarga ma’lum shatrlar 

1( )V ttushadi. Buning uchun  ning ifodasidan foydalanamiz [3]: 

1 1 1 1

0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( )

t t s

V t f s ds R z s f z dz ds 
 

   
 

    

 
1

0 1n

C

n n



 
  qator yaqinlashuvchi bo‘lganli sababli, 

 
1

0 0

( ; ) ( )
1

n

n n

C
U x t V t

n n

 

 

 


   

yuqoridagi tengsizlik bajarilishini ta’minlasak (14) qatorni ham 

yaqinlashishini isbotlagan bo‘lamiz. Buning uchun (14) qatorning tarkibida ishtirok 
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( )nf t n netayotgan funksiya va ,  Furye koeffitsiyentlarini bo‘laklab integrallab, 

ko`rsatish mumkinki, ushbu 

 

2 2 2
(5) (3) (3)1

2 3 4

0 0 0 0 0

( ; ) ( )
1

n n n n

k n n n n

C
U x t V t C C C f

n n
 

    

    

    


      

tengsizlikning o’ng tomonidagi qatorlar yaqinlashuvchi bo’ladi. 

0, , CF

x xx tu u D uTenglamada ishtirok etadigan funksiyalarga mos keluvchi 

   , ,x f x tcheksiz qatorlarning tekis yaqinlashishini isbotlashda berilgan  

funksiyalarga koʻproq shart tushishi tabiiy. Bunda [4] da koʻrsatilganidek 

 
3/2

4 2

2 3
ng g

n



hisoblashlar asosida   tengsizliklardan foydalanamiz. 

Masala yechimi yagonaligi esa Furye-Lejandr qatorlari nazariyasiga koʻra 

Lejandr polinomlarining toʻla ortonormal sistema tashkil qilishidan foydalanib 

isbotlanadi. Demak, quyidagi tasdiq oʻrinli: 

Teorema.  4( ) 1,1x C  
(5)

2( 1,1)L   ( 1) (1) 0   Agar , , , 

( 1) (1) 0     4 4( 1) (1) 0     2 1,1C   2( 1,1)L   ( 1) (1) 0   , , , , , 

( 1) (1) 0      2( , ) 1,1f t C  
3

23
( , ) ( 1,1)

f
t L

x


  


, ,  shartlar bajarilsa, qo’yilgan 

masalaning yechimi mavjud va yagona bo’ladi. 
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