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В настоящей работе ставится и изучается одна краевая задача для 

уравнения 
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,21321 JJDDDD     ,10,10:, 2

1  yxRyxD  

  ,01,10:, 2

2  yxxRyxD    ,10,0:, 2  xyRyxAB  

  ,01,10:, 2

3  xyyRyxD    10,0:, 2

0  yxRyxAA , 

то есть D  вогнутая шестиугольная область с вершинами в точках  0,0A , 

 1,0 C ,  0,1B ,  1,10B ,  1,00A ,  0,1D . 

Краевую задачу для уравнения (1) поставим только в случае 1,1  ba . 

Задача 1. Требуется найти функцию  yxu , , удовлетворяющую 

следующим условиям: 

1) непрерывна в замкнутой области D ; 

2) удовлетворяет уравнению (1) в каждой из областей  3,2,1iDi
; 

3) удовлетворяет следующим краевым условиям: 

    ,10,,1 1  yyyu   (2) 

    ,10,,1 2  yyyux    (3) 

  ,10,1  xxu
BC

   (4) 

  ,10,2 

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n

u

BC

         (5) 

    ,01,0, 1  xxfxu                       (6) 

    ,01,0, 2  xxfxu y               (7) 
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4) и непрерывным условиям склеивания на линии изменения типа: 

      ,10,0,0, 112  xxxuxu   (9) 

      ,10,0,0, 112  xxxuxu yy    (10) 

      ,10,0,0, 112  xxxuxu yyyy   (11) 

      ,10,,0,0 213  yyyuyu    (12) 

      ,10,,0,0 213  yyyuyu xx    (13) 

где      2,1,3,2,1,2,1  kfji kji    заданные достаточно гладкие 

функции, n внутренняя нормаль к прямым 1 yx  и 1 yx , а 

12211 ,,,,   неизвестные пока достаточно гладкие функции, подлежащие 

определению. Здесь введено обозначение 

       3,2,1,,,,  iDyxyxuyxu ii .                                                    (14) 

Здесь мы укажем лишь идею решения поставленной задачи. В этом 

случае уравнение (1) имеет вид: 
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Это уравнение можно привести к уравнению второго порядка с 

неизвестной правой частью следующим образом: введя обозначение vLu  , 

получим уравнению 0

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x

v
. Общее решение последнего уравнения 

имеет вид:    cyyxv exp . Тогда получим    cyyxLu ii exp . 

Последнее уравнение можно записать в виде 

      1111 ,,exp Dyxcyyxuu yxx   , (16) 

       3,2,,,exp  iDyxcyyxuu iiiyyixx  , (17) 

где    3,2,1 iyxi   произвольные достаточно гладкие функции, 

подлежащие определению. 

Для решения поставленной задачи области 
2
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3
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части каждую с помощью отрезка  









2

1

2

1
,:, 2

21 xxyRyxEE . Тогда 

эти области можно записать в виде 
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В уравнение (17)  2i  введем обозначения 

       yxyxyxuyxu kk  2222 ,,,   при    2,1, 2  kDyx k . 

Тогда уравнение (17) имеет вид 

     2,1exp222  kcyyxuu kkyykxx  . (18) 

Сначала поставленную задачу 1 будем исследовать в области 
2D . 

Записываем решение уравнения (18) ( 1k ), удовлетворяющее условиям 

(9), (10): 
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. (19) 

Подставляя это решение в (5), после некоторых выкладок находим 

неизвестную функцию  yx21  в промежутке 10  yx . 

Затем подставляя (19) в (4), после некоторых вычислений имеем первое 

соотношение между неизвестными функциями  x1  и  x1 : 

     xxx 11   , (20) 

где  x  – известная функция. 

Теперь в области 
1D , раскрывая скобки в (15) и полагая 0y  в 

полученном уравнении и в уравнении (18) ( 1k ), получим еще два 

соотношения между  x1 ,  x1  и  x1 : 

            0111111  xcxcxxxx  , 

     xxx 2111   . 

Исключая из этих уравнений и (20) функции  x1 , и  x1  и интегрируя 

полученное уравнение от 0  до x , приходим к уравнению: 

          1111 22 kxxxcx   , 

где  x  – известная функция, а 1k  неизвестная константа, подлежащая 

определению. 

Решая последнее уравнение и удовлетворяя условиям    00 11 f , 

   00 11 f  ,    01 11   , находим  x1  и тем самым – функции  x1 ,  yxu ,21
 в 

области 
21D . 

Затем введя обозначения          01,0,,0 322322  yyyuyyu x   где  y3  

 y3  – неизвестные пока функции, подлежащие определению, и записывая 

решение уравнения (18)  2k , удовлетворяющее этим условиям, и 
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подставляя это решение в условия (5) и (4), соответственно находим 

неизвестную функцию  yx 22  при 01  yx  и получим первое 

соотношение между  x3  и  x3 . 

Пользуясь условием    xxuxxu  ,, 2122
, мы получим еще одно 

соотношение между неизвестными функциями  x3  и  x3 . Из полученных 

этих двух соотношений находим эти функции. Тем самым – и функцию 

 yxu ,22
 в области 

22D . Таким образом, мы нашли функцию  yxu ,2
 в области 

2D  единственным образом. 

Переходим в область 3D . Аналогично, как и в области 
2D , определяются 

неизвестные функции  yx 31  и  yx 32 . 

В области 3D  при 0x  из формулы решения мы получим одно 

соотношение между неизвестными функциями  y2 ,  y2 : 

      10,22  yyyy  , 

здесь  y  – известная функция. 

Переходим в область 
1D . В уравнении (16) переходя к пределу при 0y  

и заменяя x  на yx  , находим: 

      10,1111  yxyxyxyx  , 

где положено  
 

 






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.21,
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1
yxеслиyx

yxеслиyx
yx
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
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Теперь запишем решение уравнения (16), удовлетворяющее условиям (2), 

(12), (13). Дифференцируем это решение по x . Затем в полученном равенстве 

переходим к пределу при 0x  и 1x . Тогда получим еще два соотношения 

между функциями  y2 ,  y2  и  y12 . Исключая из полученных трех 

соотношений функцию  y2 , приходим к системе двух интегральных 

уравнений Вольтерра второго рода относительно функции  y2   и  y12 . 

Ядро этих уравнений имеет слабую особенность, а правые части непрерывны. 

Поэтому эта система допускает единственное решение из класса 

непрерывных функций. Решая эту систему, находим функции  y2  , и  y12  

и тем самым – функции  y2 ,  y2 ,  yxu ,1
 и  yxu ,3 . 

Таким образом, мы нашли единственное решение задачи 1. 

В работах [1, 2] рассмотрен ряд краевых задач для таких уравнений. 
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