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Линейные уравнения и операторы с частными интегралами возникают в 

теории эластики [1], механики сплошных сред [2–4], аэродинамики [5] и в 

теории частных дифференциальных уравнений [6,7] и в ряде других задач [8–

10]. Самосопряженные частично интегральные операторы возникают в 

теории дискретных операторов Шредингера (см. [11–14]).  Надо отметить, что 

в 1975 г. Л.М. Лихтарников и Л.З.Витова [15] впервые начали изучать 

спектральные свойства линейных частично интегральных операторов типа 

Фредгольма. В работе [15] исследован спектр самосопряженного частично 

интегрального оператора (ЧИО) в пространстве 
2L  с ядрами 

1 2( , )h x s L  и 

2 2( , ) .h y t L  В [16] изучен спектр ЧИО в 2L  с положительными ядрами. Затем 

А.С.Калитвин и П.П.Забрейко [17] в 1991 г. исследовали спектральные 

свойства частично интегральных операторов в пространстве ,pL 1.p   

Во всех случаях в предыдущих работах ядро ЧИО являются функциями с 

двумя переменными. В настоящей работе изучаются спектральные свойства 

одного самосопряженного ЧИО в пространстве 
2L  с ядрами трех переменных. 

Пусть 
1T  линейный интегральный оператор в пространстве 

 2 [ , ] [ , ]L a b c d  заданный по формуле 

 1 ( , ) ( , , ) ( , ) .
b

a
T f x y k x s y f s y ds   (1) 

Здесь ( , , )k x s y  измеримая функция на 
2[ , ] [ , ].a b c d  

Ядро ( , , )k x s y  интегрального оператора 1T  обычно удовлетворяет 

условие 

 2( , , ) ( , ) [ , ] [ , ] ,
b

a
k x s y f s y ds L a b c d 

   
 2 [ , ] [ , ] .f L a b c d    
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Следовательно, оператор 
1T  является линейным ограниченным 

оператором на  2 [ , ] [ , ]L a b c d .  Если, кроме того, ядро ( , , )k x s y  

удовлетворяет условию: 

( , , ) ( , , ),k x s y k s x y   для почти всех   [ , ]y c d , тогда оператор 
1T  является 

самосопряженным оператором в гильбертовом пространстве  2 [ , ] [ , ] .L a b c d  

Пусть  
1

( )
n

k k
x


 ортонормированная система функций из 

2[ , ]L a b , и 

пусть  
1

( )
n

k k
h y


 система существенно ограниченных вещественных функций 

на [ , ]c d . 

Определим измеримую функцию 
1( , , )k x s y  на 2[ , ] [ , ]a b c d  с помощью 

следующего правила: 

1

1

( , , ) ( ) ( ) ( )
n

k k k

k

k x s y x s h y 


 ,                               (2) 

тогда ЧИО 
1T  с ядром 

1( , , )k x s y  является самосопряженным 

ограниченным линейным оператор на  2 [ , ] [ , ] .L a b c d  

Пусть  
1

( )
m

j j
y


 некоторая ортонормированная система функций из 

2[ , ]L c d ,  
1

( )
m

j j
p x


 система существенно ограниченных вещественных 

функций на [ , ]a b . Определим измеримую функцию 
2( , , )k x t y  на 2[ , ] [ , ]a b c d  

по следующего правила: 

2

1

( , , ) ( ) ( ) ( )
m

j j j

j

k x t y p x t y 


 ,                            (3) 

тогда ЧИО 2T  с ядром 2( , , ) :k x t y  

2 2 2( , ) ( , , ) ( , ) ( ),
d

c
T f x y k x t y f x t d t   

есть линейный ограниченный самосопряженный оператор в 

 2 [ , ] [ , ] .L a b c d  

Для существенной ограниченной функции 0 

 

на измеримом 

множестве , R  мы определим 

   sup ( ) inf : : ( ) 0 ,ess C C          

где ( )   мера Лебега на R.. Для измеримой функции   на множество 

, R  число R  называется существенным значением функции  , если 

 { : ( ) } 0,              

для всех 0  . Обозначим через ( )Essran   множество всех существенных 

значений функция  . 
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Предложение 1.  a)  Нуль является собственным значением 
1T  бесконечной 

кратности; 

б) Число 
0 0   является собственным значением 

1T  тогда и только тогда, 

когда существует 
01 j n   такой, что   

0

1

2 0{ } 0.jh    

Доказательство. a) Обозначим через M  подпространство гильбертова 

пространства 
2[ , ]L a b  построенного ортогональной системой 

1{ ,..., }.n   Тогда 

dim ,M n  и для подпространства 
2[ , ] ,L a b MH !   имеем dim .H  

Пусть  k k
g

N
 ортонормированный базис в H , и 

2( ) [ , ]y L c d  , 1.   

Тогда  2( , ) ( ) ( ) [ , ] [ , ]k kf x y g x y L a b c d   , kN , и система  k k
f

N
 

ортонормирован в  2 [ , ] [ , ]L a b c d . 

Очевидно, что 

1 1

1

( ) ( ) ( , ) ( ) 0,
n b

k i i k
a

i

T f x s f s y d s k  


   N , 

т.е. нуль является собственным значением ЧИО 
1T  бесконечной 

кратности. 

б)  Достаточность. Пусть 
0 \{0} C  собственное значение ЧИO 

1T . Тогда 

существует  2 [ , ] [ , ] , 1f L a b c d f    такой, что 
1 0 .T f f  

Определим компактные самосопряженные интегральные операторы K  

в 
2[ , ]L a b  следующим образом: 

1 1 0( ) ( , , ) ( ) ( ), ,
b

a
K x k x s s d s       

где 

  2

0 1 2[ , ]: ( , ) ( , , ) [ , ] .c d p x s k x s L a b       

Имеем  2 0[ , ] \ 0c d   . Положим 

 01 2: ( ) ( , ) [ , ] .f x f x L a b    M  

Тогда  2 1 0 M . 

Определим измеримые подмножества:

  0[ , ]: ( ) , {1,..., }.kk c d h k n     D  

Положим 

1

0 .
k

k

n



UD D  

Пусть 1M . Тогда 0K f f   , т.е. число 0  является собственным 

значением операторы ,K

 
1M . Определим через  ( ) ( )

1 ,..., n

    o 

множество собственных значений оператора K  отличного от нуля. 
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Следовательно тогда     ( ) ( )

0 1 1,..., ( ),..., ( ) ,n nh h


      

 

то есть существует  

0 {1,..., }j n  такое, что 
0 0( ) .jh    

Следовательно, мы имеем 
0.D  Таким образом, 

1 0.M D  Это означает, 

что  2 0 0 D  т.е существует такое 
0 {1,..., },j n  что 

  
02 0[ , ]: ( ) 0.jc d h       

Необходимость. Пусть для 
0 {1,..., },j n  имеем  

0

1

2 0({ }) 0.jh    Положим 

0

1

0({ }).jh =D  Определим функцию 
2[ , ]L c d   следующим образом: 

2

( ) , [ , ],
( )

( )
y y c d

y



 DX

D
 

где ( )yDX  – характеристическая функция множества D . Очевидно, 

1.   

Пусть 
0

( , ) ( ) ( ).jf x y x y   Тогда  2 [ , ] [ , ]f L a b c d   и 1.f   Другой 

стороны 

0 0 01 1 0

1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ),
n b

k k k j j j
a

k

T f x y x s h y s y d s x h y y f x y       


   
 

то есть число 
0  является собственным значением 

1.T  

Рассмотрим следующие проекторы 
kP  в пространстве  2 [ , ] [ , ] :L a b c d  

1( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ), {1,..., }.
b

k k k
a

P f x y x s f s y d s k n     

Пусть 1 ... nP P P    и 0 ,P E P 

 

тогда проекторы 
iP  и 

jP

 

( )i j  

ортогональны. 

Имеет место следующее утверждение [61], [24]: 

Предложение 2. Если 0   и  
1

( ) ,
n

k

k

Essran h y


U  то оператор 
1T E  

обратимо в  2 [ , ] [ , ]L a b c d , и а оператор  
1

1T E


  ограниченный в 

 2 [ , ] [ , ]L a b c d  более того 

 
1

1

1

1 ( )
( , ) ( , ) ( , ) .

( )

n
k

k

k k

h y
T E f x y f x y P f x y

h y


 





 
    

 
  

Теорема 1.   Для спектра  1T  ЧИО 1T  с вырожденным ядром 1k  (2),  

справедлива следующая формула 

   1

1

{0} ( ) .
n

k

k

T Essran h y


 
  

 
U  
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Доказательство. По предложению 2, мы получаем 

   1

1

{0} ( ) .
n

k

k

T Essran h y


 
  

 
U  

Однако по предложению 1 имеем  10 .T  Теперь мы докажем 

   1

1

( ) .
n

k

k

Essran h y T


U  

Пусть  
00 ( ) ,jEssran h y   

0 0   и 
0t  произвольная точка из 

подмножество   
0

1

0{ } .jh   

Положим 

0

1 1
[ , ]: ,

1
i t c d t t i

i i

 
      

 
NJ . 

Тогда существует такое 
0n N , что 

2( ) 0i J  для всех 
0i n . Мы 

определим следующую последовательность ортонормированных функций 

2( ) [ , ]:p y L c dX  

2

1
, ,

( )( )

0, .

p

pp

p

y
y

y






 
 

J
J

J

X  

где 
0p n . Определим через  2( , ) [ , ] [ , ]pf x y L a b c d   

ортонормированную систему функций: 
0 0( ),( , ) ( )j ppf x y x y p n X . Тогда 

   
01 0 0( , ) ( ) ( , ).p j pT E f x y h y f x y     

Следовательно, 

   
0

2

1 0 0 0sup ( ) , .
pp jT E f ess h y p n    J  

Так как нуль является существенным значением функции 
0 0( )jh y   то 

для больших 1 0 ,n n  существует достаточно малое число 
1n  такое, что 

0 10( )j nh y    ,  для  почти  всех 
1, .py p n J  

Следовательно, 

11 0 1( ) , ,p nT E f p n     

т.е.  1 0lim 0.n
n

T E f


   Отсюда, и из критерия Вейля для существенного 

спектра самосопряженных операторов следует 0 1 1( ) ( ).ess T T     

Предложение 3.  Любое собственное значение ЧИО 1T  бесконечно кратное. 

Доказательство. Пусть \{0}R  собственное значение 1T . Тогда 

существует  0 2 0[ , ] [ , ] , 1f L a b c d f    такое, что 1 0 0.T f f  
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Определим измеримое подмножество 
0 [ , ]:c d   

 2

0 0 1[ , ]: ( , ) ( ) 0 .
b

a
y c d f x y d x     

Очевидно, что  2 0 0.    Определим функцию: 

0
0

2

0 0 1

0

( , )
, [ , ], ,

( , ) ( , ) ( )

0, [ , ], .

b

a

f x y
x a b y

f x y f s y d s

x a b y




 

 


 

  

Тогда  0 2 [ , ] [ , ]f L a b c d  , и 
0 0.f   

Пусть  k k



%

N
 система ортонормированных функций из  2 0 .L   

Рассмотрим последовательность функций из  2 [ , ] [ , ] :L a b c d  

0( , ) ( , ) ( ),k kf x y f x y y k N , 

где 

0

0

( ), ,
( )

0, .

k

k

y y
y

y





 



%
 

Тогда 

0

2 2

1 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1,
b d

n n
a c

f x y d x d y y d y   


    %  

и 

0
2( , ) ( ) ( ) ( ) 0, .i j i jf f y y d y i j  


   % %  

Очевидно, что 

1 ( , ) ( , ), ,k kT f x y f x y k  N  

т.е. число   является собственным значением ЧИО 
1T  бесконечной 

кратности. 

Следствие 1.  Дискретный спектр ЧИО 
1T  с вырожденным  ядром (2)  

отсутствует. 

Следствие 2.  Если каждая функция ,kh  {1,..., }k n  непрерывна и строго 

монотонен на [ , ],c d  то ЧИО 1T  имеет единственное собственное значение 0  и 

более того 0 0  . 

Рассмотрим следующие проекторы 
jQ  в пространстве  2 [ , ] [ , ] :L a b c d  

2( , ) ( ) ( ) ( ), {1,..., }.
d

j j j
c

Q f x y y t d t j m     
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Предложение 4.  Если 0   и  
1

( ) ,
m

j

j

Essran p x


U  то оператор 
2T E  

обратимо на  2 [ , ] [ , ]L a b c d , а оператор  
1

2T E


  ограниченный в 

 2 [ , ] [ , ]L a b c d , более того 

 
1

2

1

( )1
( , ) ( , ) ( , ) .

( )

m
j

j

j j

p x
T E f x y f x y Q f x y

p x


 





 
      

  

Теорема 2.  Для спектра  2T  ЧИО 
2T  с вырожденным в ядре 

2k  (3), 

справедлива следующая формула: 

   2

1

{0} ( ) .
m

j

j

T Essran p x


 
  

 
U  
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